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INTORNO ALL EQUILIBRIO

DEl

SISTEMI ELASTICI

INTRODUZIONE.

L'anno 1857 il Generale Luigi Federico MENABREA lesse
all’Accademia delle Scienze di Torino una Memoria, ove
propose e cercd di dimostrare un nuovo teorema, che
egli chiamo principio di elasticita o del minimo lavoro, se-
condo il quale quando un sistema elastico si deforma per
I'azione di forze esterne, le tensioni finali, che hanno
luogo nel sistema,son quelle, che rendono minima l'e-
spressione del lavoro molecolare fatto nella deformazioni
L’annc appresso comunicd all'Accademia di Parigi le sue
ricerche sullo stesso soggettio.

Non essendo perd sembrata accettabile la dimostrazione
del Generale MeNaBREA, questi pubblico 'anno 1867 un’al-
tra Memoria,nella quale dopo aver fatto vedere sopra
alcuni esempi particolari che il suo teorema conduceva
in quei casi a risultati esatti, ne propose una nuova
dimostrazione generale. La quale perd pare non essere
stata giudicata pid rigorosa della prima, perché non
ostante la grande bellezza ¢ la evidente utilitd del teo-
rema del minimo lavoro, nessuno, ch’io sappia, cre-
dette di poterne trarre partito prima dell’anno 1872, in
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cui I'Ing. Giovanni Sacnent lesse alla Societd degli [nge-
gneri ed industriali di Torino una sua Memoria, nella
quale si provd ad applicare quel teorema all'esame della
stabilita delle centine della grande tettoia nello scalo di
Arezzo. Perd di questa Memoria non mi occorre parlare,
perché, contenendo solo un esempio numerico, non fece
punto progredire la dimostrazione del teorema.

Al principio dell’anno 1873 in alcune mie ricerche in-
torno all’equilibrio dei sistemi elastici, dopo aver pcnsato
un metodo, che doveva certamente condurre a risultati
esatti, mi proposi di confrontarlo col teorema del minimo
lavoro, pensando che se questo era falso, I’avrei facilmente
riconosciuto con alcuni esempi; e se era vero, avrei forse
trovato in quel confrounto la via per dimostrarlo in modo
generale.

Nel proseguire quest’idea mi parve di trovarmi nel se-
condo caso, e nella mia dissertazione di laurea pubblicai
il risultato delle mie ricerche.

Debbo ora aggiungere per imparzialitd che non fu il
Generale Menanrea il primo a proporre il teorema del
minimo lavoro, o almeno egli non lo trovd di pianta,
senza che prima fosse stato preceduto da teoremi ana-
loghi. Gia il Capitano Vine nel 1827 aveva proposto un
principio, secondo il quale quando un corpo rigido {ciod
non ¢lastico) s’appoggia per pitt di due punti sopra una
retta o per piu i tre punti sopra un piano, la pressione
del corpo contro la retia o il piano si distribuisce sui
diversi punti d’appoggio in modo da rendere minima la
somma dei quadrati dellec pressioni. Se invece di dire un
corpo rigido si dice un corpo clastico, il principio di VENe
¢ talvolta vero ¢ puo rignardarsi come un caso partico-
lare di quello di MexapREA.
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L'anno 1828 A. Counnor pubblicd nel Bollettino di ma-
tematiche di Firussac una Memoria, in cui eslese il prin-
cipio di Vine, e cercd di dimostrarlo, benché, per vero
dire, la sua dimostrazione non sia altro che un giro vi-
zioso. In questa Memoria di Counvor alcuni hanno voluto
vedere il teorema del minimo lavoro in tutla la sua ge-
neralitd. Ma & da avvertire che Counvor parla dapprima
del modo i determinare le pressioni di un corpo rigido,
che per piu puhti si appoggi ad un altro, poi considera
il caso di due corpi assolutamente rigidi congiunti da verghe
assolutamente rigide; infine estende il suo teorema al caso
di un corpo rigido, che s'appoggi sopra sostegni elastici. In
quest’ultimo caso il tcorema di CounnoT & vero ed & con-
tenuto in quello di Mevasrea. Ma Courxor non & andato
pit irpanzi, cioé non ha inteso di enunciare un teorema
generale applicabile a tutti i sistemi elastici.

Difatti parlando, quasi alla fine della sua Memoria, del-
I'importanza di conoscere come si distribuisce la pressione
di un ¢orpo su’ suoi sostegni, cosl si esprime: « La con-
naissance de la manigre dont les pressions sont effecti-
vement et individuellement réparties est douc indispen-
sable; et quoique mos formules ne la donnent que pour le
cas abstrait de la rigidité absolue, il est clair ue la réso-
lution de ce cas abslrait jette de la lumiére sur celle des
differents cas de la nature. C'est de la sorte que toutes
les théories des mathématiques pures sont applicables aux
besoins de la pratique ».

Del resto poco importa chi sia, che abbia pel primo
trovalo il teorema del minimo lavoro; ch& in questa come
in tutte le altre scoperte si & proceduto per gradi, e tutti
vi han merito quelli, che vi hanno contribuito. Abbiano
dunque Veve ¢ Counvor e anche Pacaxt e Mossorri, ma
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pit di tutti MExaBREA, il merito d’aver intuito il teorema,;
e se a me sard riuscilo di darne una dimostrazione ri-
gorosa, ¢ (i farne vedere l'utilitd, mi reputerd ricom-
pensato abbastanza, per quanto sia piccola quella parte
di merito, che gli irtelligenti crederanno essermi dovuta.

Ed ora dird il perché di questo scritto: da quando ho
stampata la mia dissertazione, io son sempre venuto me-
ditandola, quando mi & stato possibile; e benche ne sia
stato distolto per mesi intieri dalle molteplici occupazioni
del mio impiego e da altre estranee, pure mi pare di
aver trovato alcune nuove dimostrazieni pit semplici o
piu rigorose di quelle, che io aveva dato dapprima: inoltre
per rendere pit evidente agli Ingegneri il partito, ch’essi
possono trarre dal teorema del minimo lavoro, ne ho
fatto 'applicazione all'esame della stabilitd delle centine
della tettoia nello scalo di Bra. Non ho riprodotto qui
alcuna delle importanti applicazioni, che io ho fatto nella
mia dissertazione per non estendermi troppo.

Io non so se questa Memoria conterrd qualche cosa di
buono; e tuttavia spero che mi sard perdonato I'averla
pubblicata, perch# colle mie ricerche, per quanlo siano
esse poca cosa, potrei pure avere spianato ad altri la via
o a porre affatto fuori di dubbio la veritd teorema del
minimo lavoro e trarne conseguenze ancora ignole, o a
dimostrarne la falsitd; il che sarebbe pur scmpre una ve-
ritd acquistata alla scienza.



EQUILIBRIO

DB

SISTEMI ELASTICI

4. Consideriamo un sistema formato di verghe elastiche
congiunte a snodo e sollecitato da forze applicate a’suoi
vertici; e riferiamolo a tre assi ortogonali, dei quali I'o-
rigine sia in un vertice, I’asse delle z passi per un altro
vertice, e il piano delle zy passi per un terzo vertice non
posto coi due primi sulla medesima retta: supponiamo
che nella deformazione del sistema i tre assi si spostino
seguendo i tre vertici testd nominati. In tal modo, avendo
riguardo solo alla deformazione del sistema e non al suo
moto assoluto nello spazio, sard come se gli assi fossero
immobili, il vertice, che & nell’'origine, vi fosse fisso, quello
che trovasi sull’asse delle © potesse muoversi soltanto su
questo asse, e quello, che & nel piano delle zy, non po-
tesse uscire da queste piano.

Chiamjamo ¥, un vertice qualunque del sistema, z,,y,,2,
le sue coordinate prima della deformazione, X,, ¥,, Z,
le componenti, parallele agli assi, della forza applicatagli;
£, 7p, {, gli incrementi delle sue coordinate per causa
della deformazione, ossia i suoi spostamenti parallela-
mente agli assi. Chiamiamo ancora V,V, la verga, che
congiunge i due vertici ¥,, V,, Q,, I'area della sua se-
zione, l,, la sua lunghezza, E,, il cocflicienle d’elasticitd
della sostanza di cui & composta, A,, il suo allungamento
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per causa della deformazione e T,, la sua tensione flnale;
@pg , Bpa s Yer © @' pg, B'o, ¥'pe gli angoli, che essa fa cogli
assi prima ¢ dopo la deformazione.

Pel vertice, che & nell’origine e che riguardiamo come
fisso, prenderemo p=0, per yuello posto sull’asse dclle
z, p=I1, e per quello contenuto nel piano delle zy, p=2;
onde avremo
E,t=0, n,=0, { (=0, »,=0, ¢ =0, {(=0 (I).

Inoltre posto in generale

avremo
Tog=¢tpqhpq

l,,,,:‘/(a;,,-—:cp)" +(Yo—yp) +(3,—3,)%,

e

lm"'lm:V(-’”q‘ Tp+Eq-Ep) + (Yg-Yp+1g-1,) +(25-2,+ L= Tp)"

Se le differenze £, —%,, ny,—mn,, {, —{, sono piccolis-
sime a fronte delle altre z,—,, ¥¢—Yp, 24 —2,, pPO-
tremo sviluppare A,, in serie convergente ordinata colle
potenze ascendenti di quelle piccole differenze, il che
ci da

Zq

Tq—Tp (£, —& )+’J7—!/p (

Apg—= ] S59—=5p
»

g —"p)+

—Z
[P‘7 p(Zq—{P)+6W '

ove f,, comprende tutli i termini dello sviluppo, che con-
tengono le potenze di E,—£E,,... superiori alla prima, e
percid il suo rapporto con A,, ha per limite zero, quando

le differenze &, —&,,... tendono verso zero.
Ora, si ha
Ty—T Yaq— Z27—7,
7 _P=cosap , M’:cosBW , P =cosyp ,

P Pq [l"l



dunque
Apg=(Eq—Ep) COS apy + (115 =1} C0S B pg+ (L5 ~Tp) COS ¥ pg+0pq (3).

Gli angoli a'py, B, ¥'pe, che la verga V, V¥, fa cogli assi
dopo la deformazione sono dati dalle equazioni

Tg—Tp+E,—E,
bpg+2pq

COSapy == , ecc.

ossia, sviluppando anche qui in serie convergeute ordi-
nata colle potenze positive e crescenti di §, —§&,, ng—n,,
Z'l *‘Zp '

Te—X, () (x)

P
S = V]
pa COS apg+ pa

'
cosa’py = ]
»q

o Yo 0 — 2 )
cosB'pg= e =c0sLpy e

Pq
Ty .
.l ket 4 (=) — (=)
e @ =
CO8 Y pg =gt 0 = COS Y+,

ove @), wp"), @,,l*) sono funzioni, che non conten-
gono alcun termine costante, e percid hanno per limite
zero quando le differenze £, —E,, #g—mn,, {;—7%, ten-
dono verso zero.

2. Dopo la deformazione il sistema essendo in equi-
librio, & chiaro che le tenosioni di tutte le verghe con-
correnti nel vertice ¥, debbono fare equilibrio alle forze
esterne X,, Y,, Z,; onde avremo le equazioni:

Xp+ZTp,co8a')p, =0 ;
Yp+Z2Tpc08f =0 ; 3  ..... "
Zp+ ZTp,co89'pa=0 ;

ove la somma indicata del simbolo = & relativa a tutti

i valori di ¢ corrispondenti ai vertici congiunti per mezzo
di verghe al vertice V, .
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Per ciascun vertice del sistemna ecceltuati i tre V,, ¥V, ,
V, si hanno tre equazioni analoghe alle precedenti: per
V,, che deve riguardarsi come fisso, non si ha alcuna
equazione; per ¥,, che non pud uscire dall’asse delle z,
se ne ha una sola, e per V,, che pud muoversi soltanto
nel piano delle xy, se ne hanno due. Ne segue che si
hanno tante equazioni quanti sono gli spostamenti £,
"5, $ps Eg,..., onde questi possono essere determinati,
e percido anche le tensioni di tutte le verghe dopo la de-
formazione.

Perd le equazioni (4) e le loro analoghe sono assai
complicate, ed il risolverle rigorosamente & cosa pralica-
mente impossibile: la soluzione diventa invece assai sem-
plice, se ci contentiamo di risultati approssimati, perd
talmente approssimati, che si potranno in generale riguar-
dare come esatti.

Difatti abbiamo

(Eg-Ep)cOSepg+ (1y-1,)c08Bp
+( K‘r’/ §,,)cosyp;+0l :|(cosap,,+w )
(& ~Ep)cosey{rq—np)c09Byn + (Ly—L)c0syprlc0seny

=tpg +[(E;—E)) COS“M"'(”!]"”;J) cosBp,,+(§,,—§',,)cosyp,,]w

+0pgc0os ey, +o! oa 50/"'

ora nel secondo membro vedesi che dei quatiro termini
contenuti entro la parentesi esterna, il primo & del primo
grado rispetto alle differenze &,—E,, ng~—n,, {4 — 0,
gli altri tre contengono solo le potenze di queste ditfe-
renze, di grado superiore al primo; percid il rapporto
fra la somma dei tre ultimi termini e il primo ha per
limite zero quando le dette differenze tendono verso
zero.

Dunque se queste sono piccolissime, come avviene sem-

Tpqco8a yy=2,,
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pre in pratica, i tre ultimi termini si possono trascurare
a fronte del primo, il che ci da

TpyCOS &' pg ==
EM[(Eq_ EP) Co§ Apg+ (”q"“ ”p) COSBM -+ (Zq—gp)COSym]cosam.

Ma vedesi che in questo modo si viene a supporre

Tpg=tpq[ (Eg—Ep) COSapg 4 (17— 1) COS By +($g — ) cOS ¥q] (8)

CoSa'py==C0Sa,; ,

cio& nell'espressione delle tensioni si tengono scltanto i
termini del primo grado degli spostamenti, e le direzioni
delle verghe si considerano come invariabili nella defor-
mazione.

E qui si avverta che se le tensioni si vogliono espri-
mere colla formola (3}, bisogna necessariamente supporre
&pg=0py, Bpg==8B, , ecc. cioé supporre invariabili le
direzioni delle verghe, perché se si accettasse quella for-
mola ¢ tuttavia si volesse tener conto del cambiamento
di direzione delle verghe, si cadrebbe in questassurdo,
che nell'aspressione di T,,cos o',y si terrebbe conto del
termine

£pq [ (Eg—Ep) COSapg + (17— 1) cO8Bpg+ (o — {,,)cosy,,,,]w’(,;)
e si trascurerebbe l'altro
#pq OpgCOS tpg

che & dello stesso ordine di grandezza.

Dunque invece delle equazioni (4) e delle loro ana-
loghe, avremo, per determinare dapprima tutti gli spo-
stamenti e poscia le tensioni finali di tutte le verghe
del sistema, le equazioni:
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X, + 2T 4c05a,,=0

Xo+ 2T co80,,=0; Y,+2T,,cos8,=0

6
X+ 2Tpgco5a,,=0 ; Y+ ITyco88,,=0 ; (6)
Zpq+ZTpc08ype=0

3. Teorema del minimo lavoro. — Il lavoro moleco-
lare prodotto nella deformazione dell'asta V,V, =i pud
esprimere colla formola
Th
Epq
quindi il lavoro molecolare della deformazione di tutto
il sistema, si pud esprimere colla formola

[ ]

1. 78
52—#,” R () B
Or bene, io dico che le tensioni delle verghe del sistema
dopo la deformazione son quelle, che soddisfanno alle equa-
zioni (6) e rendono minima Uespressione del lavoro molecolare
del sistema.

Per comprender bene il significato di questo teorema
si osservi che le equazioni (6) sono in numero di 3n—6
chiamando n il numero dei vertici: quindi, se il numero
delle vergite & 3n—06 (minore non pud mai essere, se
il sistema, supposto rigido, dev'essere di forma invaria-
bile), le equazioni (6) servono a determinare le tensioni
di tutte le verghe indipendentemente dalle deformazioni: ma
se il numero delle verghe & maggiore di 3n—0, come
avviene gencralmente, il numero delle tensioni incognite
supera quelle delle equazioni (6), le quali percio non
bastano pitt a delermninare quelle tensioni senza espri-
merle dapprima in funzione degli spostamenti dei vertici.
Senza cio le equazioni (6) possono esscre soddisfalte da
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un’infinitd di sistomi di valori delle tensioni, ¢ a ciascuno
di essi corrisponde un diverso valore dell’espressione

Lo Ty
R
ebbene, il teorema enunciato consiste in ¢id che fra tutti
questi sistemi di tensioni, quello che ha effettivamente
luogo dopo la deformazione delle verghe, & quello che
rende minima l'espressione (7).
Difatti per trovare i valori delle tensioni T,,, che sod-
disfanno a questa condizicne, si ha l'equazione
Tpgd Ty
€pq
ove i differenziali dT,, sono vincolati fra loro dalle equa-
zioni:
Zd T cosa,,=0
ZdT, c08a,=0, EdTg,,cosB,,,_O

b =0 ... (8)

le quali si ottengono ditferenziando le (6).
Moltiplichiamo ciascuna delle equazioni (9) per un coef-
ficiente costante, e chiamiamo in gencrale 4,, B,, C, i
coefficienti pei quali si moltiplicano le tre equazioni re-
lative al vertice V,, indi sommiamo i primi membri delle
equazioni (9) moltiplicati pei coefficienti costanti col primo
membro dell’equazione (8), ed uguagliamo a zero i coeffi-
cienti di tutti i differenziali delle tensioni: otterremo cosi
tante equazioni quante sono queste tensioni: p. es. ugua-
gliando a zero il cocfficiente di T},, si ottienc 'equazione,

7 . . .
E‘i" = (A, =4, cosau, + {By -~ B,jc0sBu, + (47— Cp)co5 ypg
9
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la quale non differisce dalia (5) se non pel cambiamento delle
lettere €, n, C nelle lettere A, B, C.

Ora combinando le equazioni cosl ottenute colle equa-
zioni (6) si ottengono dapprima i valori delle costanti 4, ,
B,, Gy, .., e poscia quelli delle tensioni T,,. Ma poich?
I'equazione precedente ¢ le sue analoghe non differiscono
dalla (5) e dalle sue analoghe se non pel cangiamento
delle lettere £, », ¥ nelle lettere 4, B, C, & evidente
che si troveranno per le costanti 4,, B,, C,, ecc. gli
stessi valori, che si sarebbero ottenuti per gli sposta-
menti £,, n,, ..., e perciod i valori delle tensigni, che
cosl si otlerranno sono effettivamente quelli, che hanno
luogo dopo la deformazione.

E dunque dimostrato pei sistemi articolati il teorema
del minimo lavoro; e qui ripeto quello che ho detto teste,
ciod che le costanti, per le quali si moltiplicano le equa-
zioni (9), non sono altro che gli spostamenti dei vertici paralle-
lamente agli assi.

i. Espressione del lavoro molecolare di un sistema
articolato. — Riprendiamo la formola (5), la quale puo
porsi sotto la forma.

T,

1

P +£,C050,0+1,0058,0 4,008,
+E,c050y,4 1,005 B4,+{;C08y,,=0 ;

moltiplicandola per T,, si ottiene

T2
-84’1’ +EpT1g COS tpg 411, Tpg €08 Bg+ 8, Ty COS vpg

+ETpgCOSapg 41, Tp, 008Bpg+ 8T C08 Y =0 .

Applicardo quest’equazione a tutte le verghe del sistema,
sommando membro a membro tutte le equazioni cosl ot-
tenute, ¢ raccogliendo insieme tutti i termini, che con-
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tengono il medesimo spostamento, si ottiene
TQ
3 -&_—ﬂ+E,2TWCOS¢W+ESET,qCOSaw+n,ET,qCOSBW+ .....
7

e H+E T, C0B o+ 1,2 Ty COS apg+ 8 p ZTpg COBY g

...................................................

dunque }'equazione precedente diventa

T2
EE—”"=X,Ei+X,E,+ Yong. .. ..
]

+ X+ Y, + 2, +. . ...
ossia, pil brevemente,
T,
> - =Z(XE+Y,m,+2,8,)

Dicasi R, la risultante delle tre forze X,, Y,, Z,, ed »,,
la proiezione dello spostamento del vertice ¥, sulla dire-
zione della forza R,: si ha

XEp+ Yonp+2,(=Ryrp
onde

TS
2 M:ERPT,, .
&
2
Il primo membro di quest'equazione esprime il doppio
del lavoro molecolare proveniente dalla deformazione del
sistema, dunque questo lavoro pud ancle esprimersi in
funzione delle forze esterne e degli spostamenti dei ver-
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tici colla formola
|

52, (*):

B. Jo passerd ora ad esaminare il caso che un sistema
si trovi gid in equilibrio sotto 'azione di forze esterne,
quando vi si applicano le nuove forze delle quali vuolsi
studiare l'effetto; il qual caso & appunto quello piu fre-
quente in natura.

Pud anche avvenire che in un sistema le diverse parti
si trovino tese o premute gid prima dell’applicazione delle
forze esterne: tale & il caso per es. di un quadrilatero
articolato formato con sei verghe disposte secondo i lati
¢ le diagonali, se una delle verghe non ha naturalmeante
quella precisa lunghezza, che la lunghezza naturale delle
altre cinque richiede: or bene anche questo caso & in-
cluso in quello ch’io qui tratto.

Forse a taluno parrd inutile il presente numero; pure non
so risolvermi a sopprimerlo, sembrandomi ch’esso giovi
a rendere pin completa e rigorosa la mia dimostrazione.

Siano X°,, I°,, Z’, le componenti, parallele agli assi,
della forza applicata da principio al vertice ¥,; X,, Y,, Z,
le componenti della forza, che si applica dopo allo stesso
vertice, €,, n,, {, gli spostamenti del medesimo prodotti
dall’applicazione delle nuove forze al sistema, a,, 8, v,
gli angoli della verga ¥, ¥, cogli assi prima della nuova
deformazione; 1°,, la tensione della verga V,V, prima
dell’applicazione delle forze X,, Y,, Z,, ecc., ¢ Ty l'in-
cremento di quella tensione prodotto da queste forze.

Poichg il sistema & in cquilibrio prima dell’applicazione

{(*) 1l ragionameuto col quale ho ottenuto questa formola, mi
pare che per semplicitd ¢ rigore non lasci pitt nulla a desiderare.
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delle forze X,, ¥,, Z,, ecc., e vi ritorna dopo, avremo i
due gruppi di equazioni:

X, +ZT°,c080,,=0, \
X, +Z2T1°,c08a,=0, Yo+Z=T°,cos8,,=0,
....................................... (10);
X, +2ZT°,c08a,,=0, Y°+ZT°,cosB,,=0,
2% 4+Z T cosyp=0 ............ e
X+ X +2(T°,+ Tyg)cosa,,=0,
X0+ X, +2(T°y + Tyy)c08B=0 ,
¥+ Y"f' Z(TO+ Tyl cosye =0,
............................... > NSNTIE

X0+ X +Z(T g+ Tpy)cosap=0,

Vot Yo+ Z (T + Tyt cos By =0,

2%+ Zyg+Z (T g+ Tpy) €OS ¥pp==0 ,
dal secondo dei quali sottraendo il primo si ottiene que-
st'altro: '
X, +ZT,c08a,=0,
X, +ZTc08a,=0, V,+ZT,,co8B,,=0,

Xo+ZTpgc08a,,=0 , V,+ZT,uc088,,=0,
2, +ZTpc08y,,=0 ... ... ... ..l

Ora il lavoro molecolare della verga V,V, mentre la
sua tensione passa da T, a T°,, + T,, & espresso da

(T +Tpg)* — TU‘M
Qe

{ T,
= {T° +7T,>—’i" '
» ( rq Q 1 Epq

quindi il lavoro molecolare di tutto il sistema, da

) T
0 - Pt
E(TP,,+2T,,,,) -
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Abbiamo poi

2 =y &) cosepy+ {1 — 151008 By (83— )05 7,9

ossia

Z:’ =—F,008 dp;— 1,008 8,, —{,C08 Y,
—E,c0o800,—1,c088,,—{,c08%,, .

Moltiplicando quest’equazione per 17, + 3—) T,; e facendo

la somma di tutte le equazioni, che cosi si otitengono per
tutte le verghe del sistema, risulta
1 T,
P
= (7"’,,,, -+ = T,,.,) =

2 £pg

—E,,E(T°,,,, +}2 T,,,,) COSapy—1,= <T°,,,, +% T,,.,) cos B,

Y

. 1
_§p2< ) Y )COS'YWI

ossia, eliminando per mezzo delle equazioni (10) e (12) le
somme contenute dentro le parentesi,

S{pa-ne-
EL( xo -X)E+( +%Yp>np+<l°,,+%2p)§,,:]/

E questa dunque Vespressione del lavoro molecolarc
in funzione delle forze esterne.

Se le forze esterne X°,, Y°,, Z°,, sono nulle, I'espres-
sione del lavoro molecolare si riduce a

(13).

TR
E(ro,,,,... - 7,~,) M= 5D NE o, L) (1)

I

qualundque siano le tensioni iniziali 77, delle verghe.
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€. Se nella formola (13) si suppongono le forze X,, ¥,,
Z, inflnitamente piccole, onde anche gli incrementi T,y
delle tensioni delle verghe, e gli spostamenti E,, #,,
¢p, ecc. dei vertici saranno infinitamente piccoli, e se si
cambiano X,, Yy, Z,, ..., Ep, 5, Gy oo Tgy oo in dX7p,
dY, a7y, ..., dE%, duey, d{°5, ..., dT%, ..., poi si
sopprime dappertutto per semplicitd l'indice o, e si tra-
scurano gli infinitesimi del secondo ordine, si ottiene, per
esprimere l'incremento del lavoro molecolare prodotto
dagli incrementi dati alle forze esterne, la formola
s T o 5 (X, 08,4 7, dn,+ 2,08,
7
Ora, differenziando la formola (14), il primo membro
ci da:

2(7‘°21+T,,1)dT22 ’
Epq
e siccome TI°,,+ T,, esprime la tensione dell’asta V,V,
dopo l'applicazione delle forze esterne X,, Y,, Z,, ... al

sistema, la qual tensione nella formola precedente & stata
rappresentata con T,,, potremo scrivere, per mantenere
nelle due formole gli stessi simboli, Ty, invece di T7p,
~+ Tpq: cid posto differenziando 'equazione (14) si ottiene:

. S(X,dE,+ Y dn,+Z,d%,)
»q

—_— Ol -

——

~+ szE,.th,,+ n,d ¥, +¢,dZ,) .
TpedTrq

épq

Uguagliando le due espressioni ottenute di =

risulta
2(X,de,+ Y dn,+ 2,48 =2(E,dX,+n,d YV, +{,dZ,} (15) ,

cosicche 'incremento del lavoro molecolare prodotto dagli
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iricrementi d X,, d7¥,, dZ,, ... dati alle forze esterne, pud
esprimersi sia col primo membro dell'equazione (15), sia
col secondo.

Se le forze esterne hanno direzioni costanti, che & il solo
caso, che mi importi considerare, chiamando R, la risul-
tante delle forze X,, ¥,, Z,, e X,, wp, v, gli angoli, che
essa fa cogli assi, si ha

X, dg,+ Y,dn,+Z,d¢,
=R, [dE, cosh,+dn,-cosp,+d{, c08v,) ,

vssia, chiamando dr, lo spostamento elementare del ver-
tice V, proiettato sulla direzione della forza R,,

Xodt,+ Y,dn, + Z,dT, = Rydry, .
Ma si ha ancora
dX,=dR, . cosA,, d¥,=dR,.cosu,, dZ,=dR,cosv,,

dunque
E dXy+npdY,+¢,d2,

=dR, (E,co8Ap4n,c08u,+{pc08v,)=7,dR, ,
e percid Vequazione (15) pud anche scriversi
SR,dr,=3r,dR, . (16)

Avvertasi perd che l'equazione (15) & vera sempre, men-
tre la (16) lo & soltanto quando la direzione delle forze
esterne & costante.

Osservaszione. — La formola

Toy —

e (Eg—Ep)COS apg(ng— 1) 08By + (T — () cOSYpg

applicata a tutte le verghe del sistema e combinata colle
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equazioni (1?2) nello stesso modo come nel num. 4 ci
conduce alla formola

1,78, 1
§Z#:52(X,,E,,+Y,,n,,+Z,,'§,.) .
onde dalla 113) si ha

T\)) T
2 PP =3 (X, + Y, n,+2%35,) .

Erq

1 T . . .
Ora, QZE_M esprime il lavoro molecolare del sistema,
rq

proveniente dai soli incrementi 7,, delle tensioni delle

verghe, come se le tensioni iniziali 7°,, fossero nulle;
T°,,T . . .

e 2 —P7 P7 ggprime il lavoro molecolare del sistema,

&
ra
che le tensioni primilive T°,, producono in causa dell’al-

Iungamento delle verghe dovuto agli incrementi T,, delle
loro tensioni: dunque i secoudi membri delle due equa-
zioni precedenti c¢i danno questi due lavori in funzione
delle forze esterne e degli spostamenti dei vertici.

Vedesi poi facilmente dalle cose precedenti, che il teo-
rema del minimo lavoro & vero anche per un sistemna
articolato, nel quale le tensioni iniziali non siano nulle,
o che trovisi gid in equilibrio sotto V'azione di forze qua-
lunque, quando vi si applicano quelle delle quali vuolsi
studiare 'effetto, purch® prendasi per espressione del la-
voro molecolare quella del lavoro prodotto da queste ul-
time forze, come sc¢ le altre non csistessero e le tensioni
iniziali delle verghe fossero nulle.

1. Proprieta principale del teorema del minimo lavoro.
— In un sistema articolato qualunigue immaginiamo una
superficie §, la quale racchiuda entro s& un certo nu-
mero di vertici: aloune vergle saranno tagliate dalla su-
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perflcie §, cioc congiungeranno i vertici V., V7, ... in-
terni a questa superficie, coi vertici V,, V), ... esterni
ad essa, e le loro tensioni le rappresenteremo con T,
7', ecec

Il lavero molecolare prodotto nella deformazione del

H [ 1 1 T,Pfl :
olls formola = —*1 la quale si
2 Epq
pud porre sotto la ferma L+ L', chiamando L la somma

di tutii i termini relativi alle verghe interne alla super-
ficie S ed L' 1a somma di tutti gli altri relativi alle verghe
] ie S o tagliate da essa.
i1 lavoro molecolare del sistema

adl+dl'=0 .

Differcnziamo ora le equazioni (6) come nel num. (3},
moltipiickiamo ciascuna per una costante indeterminata,
¢ somnmiamo i predoiti coll’ equazione precedente: pos-
siame dividere quelic equazioni in due gruppi, dei quali
uno cemprenda le eguazioni di equilibrio relative ai ver-
tici pestl entro la superficie S, e V'altro quelle relative
ai vertici posti fuori: la somma dei termini provenienti
dal primo gruppo la rappresento con

st Bnc08 Brs 4= 0,008y ps)d Ty

mettendo cosl a parte tutti 1 termini contenenti le ten-
sioni delle verghe tagliate dalla superficie S: la somma
dei termini provenienti dal secondo gruppo la rappre-
sento con dM'. Otterremo dunque l'equazione

r

ALl e T 3

i a

42 (2.008 tpg==BrcoS B+ C.COSy,)d T =0 .

Per trovare le teusioni di tutte le verghe del sistema,
bisogna uguagliare a zero i coefficienti dei differenziali di
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tutte le tensioni contenute nell’ equaziene precedente,
e combinare le equazioni cosi ottennte con uelle di
cquilibrio intoruo a tutti i vertici. Oro & facile vedere
che i termini dL, d ¥ contengono scltanto le tensioni
delle verghe chiuse entro la superficie S e non possono
contenerne altre, e che gii altri te ! non possonc
contencre alcuna di tali tensioni, Rurg quazione tro-
vata si scinde subito in due:

dL+d¥=0,
Al +dM¥ + Z (A.c080p 4B, 005 B 5,008y, 1

Te=0 .

La prima & precisamenie quelia, chie si sarebbe otte-
nuta considerando il sistema contenuto entro la super-
flcie § come un sistema libero e riguardando le tensioni
delle verghe tagliate dalla superficie § come forze esterne:
percid’ uguagliando a zero i coeflicienti di tutti i diffe-
renziali contenuti nell’equazione dL--d}M =0 e combi-
nando le equazioni cosl ottenute con guelle di equilibrio
nei vertici contenuti entro la superficie §, & chiaro che
si otterranno i valori delle costanti 4., 3., €., e delle ten-
sioni di tutte le verghe contenute entro la superficie S, in
funzione delle tensioni delle verghe, chis ne so0no0 fagliate.

Ma risulta dal num. § che se i ire varviici ¥y, V,, ¥,
dei quali il prime si riguarda come fisso e posto nel-
Porigine, il secondo costretto a stare sull’asse delle z, ¢
il terzo a stare nel piano delle zy, sono tre vertici con-
tenuti entro la superficie S, i valori delle costanti 4,, B,, (.
non sono altro che gli spostamenti dal vertice V. paral-
lelamente agii assi. Dungus chiameaude i 1o spustamenic

del vertice V. proiettato sulla direzione della verga V. V,,

si ha
te=Arco8 apg B0t B, + Cocosy,s
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onde la seconda delle equazioni sopra trovate diventa

dl+dM'+ZtdT,=0 ..., 17);

¢ siccome risulta dal num. ¢ che la direzione delle verghe
devesi rizuardare come costante nella deformazione, ne
cegue, come & stato dimostrato nel num. 6, che la somma
t-dT.s non ¢ altro che il differenziale del lavoro del si-
sterma contenuto entro la superficie S, rispetto alle ten-
sioni delle verghe tagliate da essa: percio la somma

al+Z=1,.d7,

esprime il differcnziale del lavoro molecolare di tutto il
sistema in funzione delle tensioni delle verghe esterne
alla superficie S o tagliate da essa.

Dunque l'equazione (17) & la stessa, che si sarebbe ot-
tenuta esprimendo che il lavoro molecolare di tutto il
sistema espresso in funzione soltanto delle verghe esterne
alla superficie S o tagliate da essa & un minimo, e te-
nendo conto delle equazioni di equilibrio nei vertici
esterni alla superficie S.

Siccome d'altra parte sappiamo che uguagliando a zero
i cocfficienti di-tutti i differenziali contenuti nell’ equa-
zione (17) e combinando le equaziouni ottenute con quelle
d’cquilibrio nei vertici esterni alla superficie § si otten-
gono le tensioni i tuite le verghe esterne a questa su-
perficic o tagliale da essa, conchindiamo, che se di un
sistema articolato deformato da date forze si sa esprimere il
lwworo molecolare di una parte contenuta entro una certa Su-
perficic S in [unzione delle tensioni delle verghe, che congiun-
gono questa parte «lla rimanente, si ollerranno le tensioni di
queeste verghe e i quelle csterne alla superficie S esprimendo
che il lworo molecolare di tutto il sistema ¢ wun minimo, tenrto
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conto delle equaszioni di equilibrio intorno a tutli | vertici
esterni alla superficie §.

8. Spostamenti dei vertici in funzione delle forze
esterne. — Abbiamo veduto che il lavoro molecolare
proveniente dalla deformazione di un sistema pud espri-
mersi con

1 .
32 ( X6+ Ly 7,7,)
¢ il suo differenziale con
Z(EpdXp+n,d Y,,-f-{,:dl,,) -

Ora, quando avremo trovate le tensioni di tutte le verghe
in funzionec delle forze esternc, otterrcmo facilmente in
funzione di queste forze anche il lavoro molecolare di
tutto il sistema. Detto L questo lavoro il suo differen-
ziale rispetto alla variazione delle forze esterne sard:

z(gx-L—de,,q-;—YLde dl dZ)
onde avremo

dL aL ,
S(E, dX,+n,d Y+ {d 7 =2 (dY dX,+ gy AV, dl’)dl) ;

e poiché quest’equazione deve sussistere qualunque siano
gli incrementi dX,, d¥,, dZ,,..., ne segue in generale
aL_,  dL_ o dL_,
ax,= > ay,= " gz, T
Sia R, la risultante delle forze X,, ¥,, Z, e a, B, ¥
gli angoli di una retta qualunque cosli assi: detta P la
proiezione della forza R, sulla retla (a, B, ¥) si ha

P=1X,cosa+ Y,cosB+ Z,cosy :

ora, siccome le forze X,, Y,, Z, sono uguali alla R, mol-
tiplicata pei coseni degli angoli, che essa fa cogli assi,
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vedesi che il lavere L pud esprimersi in funzione delle
sole forze esterne R, e quindi anche in funzione soltanto
delle loro proiezioni P. Supponendola espressa in tal modo
si ottiene

aL dlL dP dL dL dL
I = IPdX,=ap™* ' T, —ap**
dL
dZ,,
e sommando queste equazioni, dopo averle moltiplicate
ordinatamente per cose, cosB, cosy, risulta

JpCOs T

cos &+ ol c0sf3 + —- al cos =4
ax, v, iz, %*7=ap
ossia
dL
= Epcosa+n,co8 B+ Lpcosy .

Chiamando ¢, lo spostamento del vertice V, proiettato
sulla direzione P, si ha

op =Epcosa+n,c088 + {pcosy ,

dunque avremo ancora
dL
apP
cioe differenziando il iavoro molecolare di un sistema artico-
lato espresso in funzione delle forze applicale &' suoi vertici,
rispello alla forza applicala in un vertice proletlala in una
data direzione, lo derivata, che si oltiene, esprime lo sposta-
menlo del veriice considerato proiettalo sulla direzione data.
Ne segue che la derivata dell’espressione del lavoro
molecolare rispetto alla risultante R, & la proiezione dello
spostamento del vertice ¥, sulla direzione R,
Non si dimeniichi che tutto questo & vero soltanto se
le direzioni delle forze sono costanti, perche altrimenti

=0, ;
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gli angoli «,, 4,, v, che la forza R, fa cogli assi sareb-
bero funzioni di (uesta forza, e nel prendere le derivate
si otterrebbero altri termini oltre quelli scritti.

9. Sistemi articolati ritenuti da punti fissi. — Sup-
poniamo che in un sistema articolato alcuni vertici siano
fissi. Sia ¥V, uno di essi: chiamando —X,., —Y,, —Z, le

componenti, parellele agli assi, della pressione, che (uesto
vertice esercila sul punto di ritegno, & chiaro che po-
tremo considerare il vertice ¥, come libero e sollecitato
dalle forze X., Y., Z. parallele agli assi.Supponiamo ora
che siasi ottenuta l'espressione del lavoro molecolare del
sistema in funzione delle forze esterne, delle reazioni
X., Y., Z., ecc.dei punti fissi, e delle tensioni di alcune
verghe, nessuna delle quali perd concorra nei punti fissi.

Rappresentiamo con F( X., Y., Z., ..., Tp,....} le-
spressione del lavoro molecolare di tutto il sistema.
Io dico che i valori delle reazioni X,, Y., Z.,... e

delle tensioni incoguite T,y sono quelli, che rendono mi-
nima l'espressione del lavoro molecolare, tenendo counto
delle equazioni di condizione tra le tensioni T,y

Difatti uguagliando a zero il differenziale del lavoro mo-
lecolare si ottiene:

dF dF dF dF
=0 :
dXdX dY d¥.+ dZdZF* “+ 3 ‘nvde

ora, poiche nessuna delle tensioni T, appartiene alle verghe
concorrenti nei punti fissi, & chiaro che in nessuna delle
equazioni di condizione entreranno le reazioni X., ecc.
onde l'equazione precedente si scinde in queste altre:

dr aF dF

R—O, (—17"—-0, (—I—-Zr—o Leee.
- l
> 4F =0
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Combinando quest’ultima nel niodu consueto colle equa-
zioni di condizione, si ottengono evidenlemente le stesse
equazioni come se le forze X,, Y., Z., ... fossero note;
ciod si possono determinare tutte le tensioni incognite
T, in funzione delle reazioni incognite dei punti flssi.
A queste equazioni bisognerebbe poi aggiungere quelle,
le quali esprimono che gli spostamenti dei vertici fissi

sono nulli: ora, secondo il teorema enunciato nel num. 10,

le funziont aF dF o dF ecc. esprimono gli sposta-
aX,’ dy,’ dz.’

menti del vertice V. parallelamente agli assi; dunque

uguagliandole a zcro si viene appunto ad esprimere che

il vertice V. ¢ fisso.

Si puo giungere in modo pit diretto a questo risultato
immaginando che ciascun vertice fisso sia tratlenuto da
tre verghe perfettamente rigide e parallele agli assi: difatti
se si immagina una superficie S, la quale tagli tutte queste
verghe rigidc e tale che comprenda entro sé tutta la parte
di sistema di cui si sa esprimere il lavoro in funzione
delle forze esterne e delle tensioni delle altre verghe
(comprese quelle rigide), e se si rappresenta, come poco
fa, con

F(X, Y, 2.,..., Tpy,-..)

il lavoro molecolare di tutto il sistema, & chiaro che 1
valori delle tensioni incognite (comprese quelle delle
verghe rigide aggiunte) si otterranno rendendo minima
la funzione F, tenuto couto delle equazioni di condizione.
Ora, poiché nci vertici V. non si hanno equazioni di con-
dizione secondo quello, che & stato dimostrato nel num. 7,
vedesi che si avranno dapprima le equazioni

dF dF _ dF

—_—= —— = — =
= gr =t gz =0 ece



¢ poscia 'eiquazione

”
la quale dovrd combinarsi colle equazioni di condizione.

E da notare che le tre verghe ortogonali sostituite a
clascun vertice flsso si sono supposte rigide, perche cosi
il loro lavoro molecolare & nullo, e percid il lavoro mole-
colare del sistema non resta alterato. Si sarebbe tuttavia
ottenuto lo stesso risullato supponendo sostituite a ciascun
vertice fisso trc verghe elastiche ortogonali e facendo
poscia diminuire indefinitaniente la loro elasticitd.

10. Utilita del teorema del minimo lavoro. — In pra-
tica non avviene quasi mai che si adoperino dei sisteni
elastici semplicemente arlicolati, cio¢ dei sistemi com-
posti soltanto di verghe elastiche congiunte a snodo:
invece sono continuamenle adoperati dei sistemi che chia-
merd misti, composti di travi rinforzate da saette o ti-
ranti, ciod da verghe elastiche congiunte a snodo colle
travi in diversi punti della loro lunghezza, e fra loro.

Affinché dunque un teorema intorno ai sistemi elastici
abbia un’utilitd pratica, bisogna che esso sia applicabile
ai sistemi misti. Questo pregio ha appunto il teorema
del minimo lavoro, ed & solo per cio, che io mi sono
adoperato, quanto ho potuto, a dimostrarne l'esaltezza
e l'utilita.

Siccome pero le sue proprietd riguardo ai sistemi seni-
plicemente articolati si mantengono anche per quelli mi-
sti, come dimostrerd fra poco, diro fin d'ora alcuni van-
tagzi che csso presenta su allri metodi nel calcolo dei
sistemi articolali.

dT,,=0,

Dapprimia e chiaro clic esso pernielte di determinare
le tensioni di tulte le verghe del sistema con qualunque
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dei metodi, che servono a trovare il minimo di una fuu-
zione di pit variabili, essendo date fra (pueste variabili
alcune equazioni di condizione.

Inoltre dalle cose dimostrate nel num. 7 risulla che,
se in un modo qualunque si & ottenuta 'espressione del
lavoro molecolare di un sistema articolato in funzione delle
tensioni di alcune soltanto delle verghe, che lo compon-
gono, si otterranno i valori di queste tensioni esprimendo
che il lavoro molecolare del sistema & un minimo, te-
nuto conto delle equazioni di condizione tra le incognite.

Infine, se si ha il lavoro molecolare di un sistema ar-
ticolato espresso per mezzo delle tensioni di alcune ver-
ghe, ¢ se queste tensioni si possono esprimere in fun-
zione di altre quantitd m,, m,, ... & chiaro che anche
il lavoro molecolare del sistema si potrd esprimere in
funzione di m,, m,, .. e le equazioni di condizione tra
le tensioni incognite si potrann6 convertire in altre tra
le quantitd m,, m,, ecc.; or bene, i valori di m,, m,, ...
si otterranno colla condizione che il lavoro molecolare
del sistema espresso per mezzo di esse sia un minimo,
tenuto conto delle equazioni di condizione, che le vin-
colapo. Quest’ultima osservazione & di molta importanza.

11. Osservazioni intorno al teorema del minimo lavoro.
— Vi sono alcupi casi pei quali potrebbe dubitarsi che
non fosse applicabile il teorema del minimo lavoro: io
ne scegliero uno, e il ragionamento, che fard su di esso,
potra servire di norma anche per gli altri.

Sia un corpo perfettamente rigido, al quale siano ap-
plicate delle verghe elastichic, che formino un sistema
qualunque, ma tale che prescindendo dalle piccole defor-
mazioni provenienti dall'elasticitda dclle aste, esso abbia
forma invariabile.
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 chiaro che non cambierebbero punto le coundizioni
del sistema, se al corpo rigido si sostituissero delle ver-
ghe rigide congiungenti fra loro in tutli i modi possibili
i punti del corpo rigido, ove fanno capo le verghe cla-
stiche. Immaginiamo ora una superficie §, la quale chiuda
dentro sé tutte le verghe rigide, e tagli le verghe ela-
stiche congiunte con quelle.

Consideriamo -poscia un altro sistema, il quale non dif-
ferisca da quello ora consideralo, se non per cio che alle
verghe rigide siano sostituite delle verghe elastiche, e
supponiamo, che la somma dei lavori molecolari di que-
ste verghe, le quali son contenute entro la superficie S
siasi espressa in funzione delle tensioni delle verghe ta-
gliate dalla superficie stessa e delle forze esterne, e quindi
abbiasi il lavoro molecolare di tutto il sistema in fun-
zione delle tensioni delle verghe esterne alla superficie S,
o tagliale da essa. Risulta dal num. 7 che i valori di
queste tensioni son quelli, che rendono minima l'espres-
sione del lavoro molecolare del sistema, tenuto conto
delle equazioni di condizione tra le tensioni medesime.
Questa proposizione & vera, qualunque sia il grado d’ela-
sticitd delle verghe contenute entro la superficie S, pur-
che le deformazioni del sislema siano sempre piccolis-
sime: dunque essa & vera anche quando ueste verghe
sono rigide, nel qual caso il loro lavoro molecolare &
nullo, e percid il lavoro molecolare di tutto il sistema si
riduce al solo lavoro molecolare delle verghe elastiche.

Avvertendo poi che nelle equazioni di condizione non
potevano entrare le tensioni delle verghe contenute cniro
la superficic S, possiamo conchiuderc che nel caso di un
corpo rigido tratlenuto da verghe elastiche, si otterranno
le tensioni di queste verghe esprimendo che la somina
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dei loro lavori molecolari & un minimo, tenuto conto
delle equazioni di condizione tra le tensioni incognite.

In questo caso, che io o considerato, & evidentemente
compreso quello d'una tavola piana e rigida appoggiata
sopra un numero qualunque di sostegni elastici.

12. Considerazioni intorno ai sistemi perfeltumente
rigidi. — Immaginiamo un sistema arlicolato formato di
aste perfettamente rigide: & chiaro che esso potra riguar-
darsi come il limite di un altro formato di verghe ela-
stiche, per le quali il grado di elasticitd diminuisca in-
definitamente, ossia il coefficiente di elasticiti E cresca in-

sdefinitamente. Supponiamo dunque dapprima elastico il
sistema, di cui sia n il numero dei vertici, e determi-
niamo le tensioni di tutte le verghe.

Abbiamo veduto nel num. 2 che si hanno le 3n—6
equazioni (6) fra le tensioni incognite, e che queste si
possono esprimere in funzione dei 3n—6 spostamenti
dei vertici per mezzo della formola (5), cosicché pren-
dendo per incognite questi spostamenti, si avranno ap-
punto tante equazioni di primo grado quante incognite.
Le quali duncque si potranno tutte esprimere nello stesso
modo, cioe col rapporto di due determinanti, dei quali
il denominatore sard lo stesso per tutte e dell’ordine
3n—6, e percio, sard funzione omogenea del grado 3n—6
rispetto ai coeflicienti ¢,,. I numeratori poi si deducono dal
determinante del denominalore, sostituendo agli elementi
di una colonna i termini costanti delle equazioni (6),
ossia le componenti X,, X,, ¥, ,.. X,. ¥,, Z,, ... delle
forze esterne: quindi essi sono aucora determinanti del-
Vordine 3n — 6, ma rispetto ai coefficienti ¢,, sono fun-
zioni omogenee del grado 3n—17.

Dunque se le trovate espressioni degli spostamenti dei
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vertici si sostituiscono nell'equazione (3) per ottenere le
tensioni delle verghe, vedesi che ciascuna di queste ten-
sioni sard espressa dal rapporto di due funzioni omo-
genee del grado 3n-—=6 rispetto ai coefficienti ¢,,, 6 per-
¢id dipenderd soltanto dai rapporti tra questi coefficienti,
e non punto dai loro valori assoluti.

Variando questi rapporti, variano i valori delle ten-
sioni: ora se si suppone che i coefficienti di elasticita di
tutte le verghe vadano crescendo indefinitamente, il si-
stema si avvicina sempre pit ad essere rigido, ma in-
tanto i rapporti fra i coeflicienti di elasticitd restano pie-
namente arbitrari, e percid i valori delle tensioni non
tendono verso alcun limite finito, ma restano indeter-
minati.

Dunque in un sistema perfettamente rigido & impossi-
bile determinare le tensioni delle verghe, salvo che il loro
numero sia soltanto 3n-—6, e la loro disposizione sia
tale che renda il sistema di forma invariabile, nel qual
caso bastano le equazioni (6) indipendentemente dalla
formola (5).

Vexe e Cournor, come ho detto nell'introduzione, cre-
devano di avere scoperto un principio atto a determinare
le pressioni e le tensioni nei sistemi perfettamente ri-
gidi, e lillustre Prof. Mossorti trovando confuse le idee
di quei due autori, credeva difficile giudicare se potesse
esistere tale principio. VENE e CoumNot erano partiti dal-
I'idea che, dato un sistema di forma qualunque, perfet-
tamente rigido, le tensioni e le pressioni delle diverse
parti di esso hanno necessariamente valori determinati,
i quali devono potersi trovare; e si confermavano in tale
opinione, riguardando i sistemi rigidi come limiti di si-
stemi elastici.
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Ora, in natura non esiste, almzno alla superflcie della
terra, alcun sistema perfettamente rigido; ma posto pure
che potesse esistere, deriva dalla dimostrazione precedente,
che sarcbbe impossibile determinare le tensioni delle sue
parti, benché sia evidente che in ciascun caso partico-
lare (ueste tensioni dovrebbero avere valori perfettamente
determinati.

13. Sistemi non semplicemente articolati. — Fin qui
io non ho parlato che di sistemi articolati, cio formati
di verghe elastiche congiunte a snodo le une colle altre:
essi hanno questo di particolare, che le verghe possono
soltanto trovarsi soggette a tensione o compressione, cioe
a forze dirette secondo i loro assi, perché nella defor-
mazione ciaseuna verga pud liberamente ruotare intorno
alle sue eslremitd. Questi sistemi non sono mai adoperati
nelle costruzioni, cosicché le ricerche intorno ad essi
possono bensl riuscire eleganti e ricche di dottrina, ma
sono inutili alla pratica, se non sono tali che i loro ri-
sultati possano estendersi anche ai sistemi di cui si fa
effettivamente uso.

Ora, io mi propongo di far vedere che il teorema del
minimo lavoro & applicabile a tutti i sistemi.

I ammesso da talti che i corpi sono composti di mo-
lecole di dimensioni piccolissime rispetto alle loro distanze,
le quali sono esse medesime estremamente piccole; e che
tali molecole, in un corpo in equilibrio, si mantengono a
determinate distanze a cagione di attrazioni e ripulsioni,
che esse esercitano I'mna sull’altra: chiamando m, m' le
masse (i dune molecole cd » la loro distanza, la loro
attrazione reciproca pud esprimersi con mm'f{r) essendo
/(r) una funzione incognita della distanza r. Se al corpo
si applicano delle forze esterne, esso si deforma ¢ si di-
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spone in una nuova condizione di equilibrio, nella quale
la distanza delle due molecole m, m' riesce r+Ar, e
percid la loro attrazione reciproca

mm'f(r)+mm'f'(r)Ar

supponendo Ar piccolissima a fronte di r.
Dunque 'aumento dell’attrazione delle due molecole sard

mm'f' (r)Ar,

ciod proporzionale all'incremento Ar della distanza, pre-
cisamente come avviene per 'aumento della tensione delle
verghe.

Ne segue che un corpo qualunque si pud riguardare
come un sistema di verghe piccolissime congiunte a
snodo, le quali sono forse soggette a certe pressioni o ten-
sioni, anche mentre il sistema non & sollecitato da alcuna
forza esterna.

E da nolare non essere necessario che la funzione f(r)
abbia la stessa forma per tutte le coppie di molecole, ma
bastare che per ciascuna coppia essa sia continua, almeno
per variazioni di r piccolissime, a partire dal valore cor-
rispondente all’equilibrio naturale del corpo. Quest'osser-
vazione era necessaria, perch® poco si sa finora intorno
alla costituzione molecolare dei corpi, come pud vedersi
nei migliori trattali (*).

Conchiudiamo, che ad un corpo o ad un sistema di
corpi, il quale per l'azione di forze esterne subisca de-
formazioni piccolissime, cosicche 'allontanamento di due
molecole qualunque sia piccolissimo rispetlo alla loro

(*) Lasg. — Théorie mathématique de U'élasticilé des corps solides.
— Vingt-quatridme lecon, N° 134,

Vedansi pure le note e le appendici IV ¢ V del signor de Sant-
Vexant al Tratialo dello resistenza dei solidi di Navier.
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distanza primitiva, ¢ applicabile il teorema del minimo
lavoro. Quindi s¢ lo stato del sistema dopo la deforma-
zione si pud far dipendere a un piccolo numero di quan-
titi, legate fra loro da alcune equazioni di coudizione, e
se il lavoro molecolare del sistema nella deformazione
si esprime per mezzo di quelle scle quantiti, si otter-
ranno i valori delle medesime considerandole come va-
riabili legate dalle equazioni di condizione, e cercando
il sistema dei loro valori, che rende minima l'espressione
del lavoro molecolare.

Supponiamo p. es. un corpo elastico sollecitato da forze
comunque applicate, al quale siano unite a snodo in pin
punti delle verghe elastiche congiunte pure a snodo fra
loro, o con altre verghe elastiche. La teoria matematica
dell’elasticita dei corpi solidi ci insegna a trovare le con-
dizioni d’equilibrio del corpo sotto 1" azione delle forze,
che vi sono applicate, comprese le tensioni delle verghe
congiunte direttamente ad esso, onde, per mezzo della
formola di Crarevnon, si potrda ottenere il lavoro mole-
colare [atto nella deformazione del corpo in [unzione delle
forze esterne e delle tensioni di alcune verghe, e per-
cio il lavoro molecolare di tutto il sistema in funzione
delle tensioni di tutte le verghe.

Immaginando una superficie §, che circondi il corpo
dato, e tagli quelle verghe, che vi sono diretlamente ap-
plicate, vedesi il caso ora considerato essere precisamente
quello studiato nel numero 7, e percid doversi trovare
le tensioni incognite delle verghe del sistema, esprimendo
che il lavoro molecolare di esso & un minimo, tenuto
conto delle cquazioni di equilibrio in tutti 1 vertici, ove
concorrono soltanto le vergle clastiche.

14 Avvertenza. — La dimostrazione del numero 7 ho
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data appunto per poter passare con ragionamento rigoroso
alla conseguenza, che ora ne ho tratto.

Forse parrd ad alcuni che il teorema del numero 7 avrei
potuto dimostrarlo in poche parole cosi: il lavoro mole-
colare di tutto il sistema articolato espresso in funzione
delle tensioni delle verghe tagliate dalla superficie S o
esterne ad essa, e cid che si sarebbe ottenuto dal lavoro
molecolare del sistema espresso in funzione di tutte quante
le tensioni, eliminandovi le tensioni delle verghe interne
alla superficie S; quindi si troveranno i valori delle ten-
sioni, che quest’espressione contiene ancora, cercando il
minimo di essa, tenuto conto delle equazioni di equili-
brio nei vertici esterni alla superficie S.

Questo ragionamento sarebbe huono, se le equazioni
di equilibrio nei vertici interni alla superficie § bastas-
sero ad esprimere le tensioni delle verghe interne a que-
sta superficie in funzione delle tensioni di quelle, che
ne sono tagliate; ma siccome in generale non bastano,
I'eliminazione testé detla non pud farsi.

Ad alcuni parrd ancora che il teorema del num. 7 si
possa per intuizione dedurre da quello del num. 3: io
credo perd non bastare nelle matematiche che una cosa
si presenti alla mente coll'apparenza della veritd, ma es-
sere necessario che essa sia rigorosamente dimostrata, e
questo lanto pit quando trattasi di teoremi, che, ove
siano dimostrati csatti, possono diventare di un uso con-
tinuo nella pratica; percio ho preferito essere lungo e
preciso, piuttosto che breve e confuso.

13. Applicazioni. — Nella mia dissertazione di laurea
stampata nel novembre 1873, io ho procurato di dimo-
strare l'utilitd del teorema del minimo lavoro, facendo
vedere quanto semplicemente derivino da esso le condi-
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zioni «ell’ equilibrio d'elasticitd per quei sistemi di uso
pit [requente nella pratica, e che fino allora erano stati
fra tutti meno imperfettamente studiati. Jo ho fatto ve-
dere in quella dissertazione che coll’'applicazione del teo-
rema del minimo lavoro si ottengono facilmente sia le-
quazione del signor CLapeynon relativa alle lravi sostenute
in pit punti, sia le formole note pel calcolo delle inca-
vallature Poroxceau, delle incavallature inglesi e delle
travi armate; ho detto entro quali limiti sono esatte que-
ste formole, e guali termini bisognerebbe aggiungervi per
renderle rigorose.

Io non ripeterd ui tali cose, ma invece dard un esem-
pio del modo di applicare il teorema del minimo lavor»
allo studio della stabiliti delle centine di forma qualun-
que: e questo studio potrd forse non riuscire inutile,
perché finora I'abbiam sempre veduto fare partendo da
ipotesi arbitrarie, talvolta pochissimo conformi alla realtd
dei fatti, e dalle quali percid non sji pud sperare né& pro-
gresso per la scienza, né risultati degni di fiducia.

Io so bene che molti credono bastare nella pratica il
sano criterio del costruttore, aiutato tutto al pitt da qual-
clie formola empirica; e tuttavia credo che per molte
opere, come p. es. le centine delle grandi tettoie, per
nessuna delle guali si pud generalmeute prender norma
in tutto da altre costruzioni analoghe, sia indispensabile
determinare con un calcolo esatto gli sforzi, ai quali si
troveranno sottoposte le diverse parti, per poter assegnare
a ciascuna (uelle dimensioni, che assicurino all’ opera
una durata indefinita.

16. Centine della tettoia di Bra. — Quoste centine sono
formate di un arco di legno, a cui i collegano cinque
liranti e duc saette, come @& rappresentato nclla figura.
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Suppongo la centina caricata uniformemente sulla proie-
zione orizzontale sia riguardo al peso permanente che al
sovraccarico; e poiche la telloia & coperta di zinco, prendo
70 Kgr. pel peso distribuito sopra ogni mq. della proie-
zione orizzontale, comprendendovi il peso proprio delle
centine, il peso della neve e la pressione del vento:
quindi detta D la distanza di due centine, sard

p=T70D

il peso in Kgr. distribuito sopra un ml. di proiezione
orizzontale della centina.

Suppongo ancora la centina appoggiata per le sue estre-
mitd sopra un piano orizzontale senza attrito, cosicché
ciascun appoggio sopporterd solamente una pressione ver-
ticale uguale a Kgr. 6,15%X700=430,5D, che chiamo Q.

Volendo riconoscere se la centina sia in’ buone condi-
zioni di stabilitd, dobbiamo dapprima determinare le ten-
sioni incognite dei tiranti e delle saette; percid dobbiamo
esprimere il lavoro molecolare di tutto il sistema in fun-
zione di queste tensioni incognite, e poi cercare i valori
di esse, clie rendono minima gquell’ espressione, tenuto
conto delle equazioni di equilibrio nei vertici D ¢ D', o
meglio soltanto nel vertice D, poiché per la simmetria
del.sistema basta considerare solo la metd di esso.

Chiamo ordinatamente ¢, ¢, , 1, !, le tensioni delle aste

a E e

AA'=12"30; CE=210; Dd=060 ; AD=4,20

BD=DB=119 ; BD=1,25 ; DD'=4,00
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DD', AD, DB', DB, le quali sono uguali alle tensioni delle
loro simmetriche; I, {,, i,, I, le lunghezze di tali aste,
©, @, o, o, le aree delle loro sezioni, e il coefficiente
di elasticita delle tre aste DD', AD, DB’, che son di ferro,
ed e, quello della saetta di ghisa DB; « e B gli angoli
DAE, BDD'.

Considerando, come abbiam detto, soltanto la metd del
sistema, il lavoro molecolare delle quatiro verghe &
espresso da

180 .2 ' 1 ¢
(mQ = ;iz, LR (18) .

A questo dobblamo aggiungere il lavoro molecolare fatto
nella deformazione dell’arco AMC: ora, chiamando n il
momento inflettente rispetto al punto M, ¥ la somma
delle componenti, parallele alla tangente in M, di tutte
le forze applicate all’arco alla sinistra di questo punto,
compresa la reazione dell’ appoggio, T la somma delle
componenti perpendicolari alla detta tangente (avvertendo
che tutte le forze sono contenute in un piano verticale),
s, S le lunghezze degli archi AB, AC, e do l'elemento
infinitesimo dell’arco AC, illavoro molecolare fatlo nella
defortnazione di quest’arco & espresso dalla formola:

3 s Ky \

1 B H 9 ]
5% !\j‘u do+“‘p. dca

o ¥
§

2E0Lj1v*da+jzv-da_ ..... (19) ;
*+ 5% (JT'LIJ+J‘T‘({U




41
ove N2 ed I indicano l'area della sezione dell’arco e il suo
momento d'inerzia rispetto alla orizzontale passante pel
centro di gravitd, E ed E, sono i coeflicienti dell’elasti-
citd longitudinale e trasversale della sostanza dell’arco (¥).

Ora, abbassando dal punto ¥ le perpendicolari ¥m, Nn
sulle AE, AD e dal punto M le perpendicolari ¥ m/, M'r,
M's sulle AE, B,D' DB e chiamando ¢, ¢’ gli angoli delle
tangenti in M, M coll'orizzonte, si ha, pel punto ¥

I-‘=( -—%p-ﬂ;)ﬂ;—t,.ﬂ_n ,
N=(Q—p-dm)seng + 1, -cos(p—a),
T=(Q—p-Am)cosp—1, sen(p—a) ,

(*) In questa formola il terzo termine esprime il lavoro prove-
niente dallo scorrimento trasversale, ma la sua forma non & rigo-
rosa, ed il coefficiente f & messo appunto per assegnarvi in ogni
caso particolare un valore conveniente onde ottenere risultati esatti.
Questo coefficiente dipende, sia dalla forma della sezione del solido,
sia dalla legge della distribuzione delle forze; ma finora non sisa
trovarne esattamente il valore, tranne inalcuni casi semplicissimi
e tuttavia importantissimi, che per la prima volta sono stati ri-
solati dal siguor de SirnT-VENaNT.

Percid i Professori Bresse e Cuniont partono dall’ipotesi che le
sezioni dei solidi si mantengano piane nella deformazione ed otten-
gono f==1: ma dai lavori del signor de SaixT-VENsNT risulta che
in questo modo si pud commettere nel calcolo dello scorrimento
trasversale un errore dello stesso ordine di grandezza della quan-
titd, che si vuol calcolare, e che invece si pud gid ottenere molto
maggiore approssimazione tenendo conto dell'inflettersi delle se-
zioni, ma ammettendo che I'inflessione avvenga secondo superficie
cilindriche. Partendo da queste idee, io ho ottenuto, per esprimere
il lavoro molecolare dovuto allo scerrimento trasversale, il terzo
termine della formola (191, ove il coefficiente f devesi percio ri-
guardare come funzione soltanto della forma della sezione. Per
I’arco che consideriamo essendo rettangolare la sezione, con ua
lato orizzontale, ho trovato 6

f=z.

Di queste ricerche e di altre analoghe tratterd un'altra volta.
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e pel punto M’

;.:.::(0—-}2p-ﬁ)ﬁ'—t-ﬂ?’—lr(m-ﬁm),
N=(Q—p - Am')sen g’ +(t1+2t,cosB)cos¢' ,
T==(Q—p-4m')cos g'— (t+2t,c088)sen g’ .

Da queste ultime tre espressioni si pud eliminare ¢, ¢
dalla formola (18) si possono eliminare le tensioni 4, f,
poiché le tensioni deile quattro verghe concorrenti nel
punti D dovendo farsi equilibrio, si hanno le due equa-
zioni:

t+t,co88—t cosa=0,

t,sena — ¢ — ¢, 8enB8 =10,
ossia, sostituendo agli angoli «, £ i loro valori,

tg=1,035¢, —1,05¢ ,

4, =0,313: — 0,133y, .

Sostituendo alle lettere i numeri nelle formole testd
ottenute ed eseguendo le integrazioni, si ottiene:

f/./.‘dd = 2650000 + 3,44 1,* — 6070 D1, ,

°
k)

f,.z.’dd:f}%OOOOD'JH,56:1’+0,05?1’—7700 Dt,+755Dt~0,92¢1, ,
fNﬂda:lo-zooon-’+4,20m+1120m, ,
(‘ o

(Ndo=37001+6,001,%+1,68*+59 D1, —20,3Dt 6,621, .

-
3

| 7451330000 0* — 710 D1, + 0,4081, ,

L)
’T?du: 13800 D+0,062¢,5+0,0142¢%- 46,50 Dt,+21,0 Dt- 0,058/, -
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Dobbiamo ora sostiluire queste espressioni nella for-
mola (19}, poi sommare questa formola colla (18) ed ngua-
gliare a zero le derivate della somma prese rispetto a ¢, ¢,.
Osserviamo perd che la sezione dell’arco essendo un rettan-
golo col lato orizzontale di 0™ 12 e 'altro di 0™,20, si ha

N=0,024. I=0,00008,
onde, supponendo l'arco di larice e prendendo percio
E=1500000000, E,= 500000000

si oltiene
EQ=136000000, EQ=12000000,

EI=120 000.

Vedesi adunque che le quantita

1 1 L1
soltanto ad 300 ¢ ad 106 i I

un grado di approssimazione assai maggiore di quello,
che occorre in pratica, si possono trascurare i due ter-
mini del lavoro molccolare dell’arco, i quali provengono
dalla compressione e dallo scorrimento trasversale, a
fronte di quello proveniente dalla flessione: percid io li
trascuro, ma vedesi che non havvi alcuna difficoltd a
tenerne conto.

Riguardo alla formola (18) avverto che le verghe AD,
DB, DD' sono tutte tre di ferro ed hanno sezione circo-
lare col diametro di 0™,035, mentre la saetta BD & di
ghisa ed ha una sezione a croce colle due braccia della
croce lunghe 0™,08 e coll’area di 0m4,00215. Essendo
dunque pel ferro e per ia ghisa

¢ = 15000 000000, e, ==12000 000000

1 .
QL EQ soro uguali

d onde segue che con

si lia
ewo=cw, =ewn,=14 400000 , e a,==25800000 :
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inoltre sostituendo alle lettere i numeri si ottiene

%z'l-o-fl‘l,+z',l,=8,67zl'+6,60t’——8,85u, ,
1,0, =0,02024*+ 0,122 — 0,120 t¢, .

Sostituendo tutti questi risultati numerici nella for-
o1 1
mola (18) ed avvertendo che le quantitd — , — somno
ew’ e m,
1

T . .
assai minori di ) della quantita i’ vedesi che anche

i termini provenienti dal lavoro molecolare delle verghe
sono trascurabili a fronte di quello dovuto all'inflessione
dell’arco.

Tenendo dunque conto soltanto di quest’'ultimo termine
ed uguagliandone a zero le derivate parziali prese ri-
spetto a ¢, ¢, si ottengono le due equazioni

16 ¢, — 0,92 ¢ =13770D ,
0,92¢ —0,104t==755D ,

dalle quali si trae

$,=900D , t=2615D ,
e percid
1, =28 D , ty, =50,5D .

Se la distanza delle centine & di 5 metri, si ha

e quindi supponendo, come ordinariamente si fa, che la
resistenza del ferro agli sforzi di tensione sia di 6 Kgr.
per mmgq., trovasi pel diametro dell'asta 4D mm. 30,7; °
per Vasta DD’ mm. 25,6 e per l'asta DB mm. 17,4.
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La resistenza della ghisa agli sforzi di tensione pud pren-
dersi di Kgr. 1,5 per mmq.; quindi basterebbe che l'area
della sezione della saetta AD fosse di mmq.i)—??s)’—s= 168.

I costruttori della tettoia di Bra hanno fatto di ghisa
la saetta BD e le hanno dato una sezione a croce, cre-
dendo probabilmente che essa si sarebbe trovata premuta,
mentre invece risulta dal calcolo precedente che essa &
tesa. Ma esaminando bene le cose, non & difficile ren-
dersi ragione del perché questa saetta si trovi soggetta
a tensione: difatti quanto piu l'asta DD’ si avvicina alla
retta BB', ciod quanto piu corte sono le due saette BD,
B'D’, tanto piu deve crescere la loro tensione, come ri-
sulta dalla disposizione delle aste concorrenti nel punto D:
avvicinandosi invece 'asta DD’ alla corda 44', la tensione
della saetta BD diminuisce, ¢ diventa zero quando la
tensione della verga 4D diventa wuguale alla risultante
delle tensioni delle due verghe BD, DD': a partire da
questo punto continuando 1’asta DD' ad avvicinarsi alla
corda A4’ la tensione della saetta BD diventa negativa,
clot si cangia in pressione.

Determinate le tensioni di tutte le aste del sistema, non
havvi piu difficolta alcuna a valutare la massima tensione
e la massima pressione generate nell’arco e quindi il
grado di stahilita del medesimo.

Io non fo questo calcolo, benché assai breve, perché
nulla aggiungerebbe a quello, che io ho voluto dimostrare
con un esempio, che & la grande utiliti del teorema del
minimo lavoro. Piuttosto aggiungerd che le semplifica-
zioni, le quali abbiamo veduto aver luogo per la centina
della tettoia di Bra, provenienti dalla piccolezza di alcuni
termini rispetto ad altri, hanno luogo in quasi tutiii casi;
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il che & utilissimo a sapersi, perché giova ad abbreviare
grandemente i calcoli, senza tullavia cadere in errori,
che possano avere nella pratica perniciosa influenza.

Torino 27 Dicembre 1874.

CASTIGLIANO ALBERTO.
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