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12. ENERGIA POTENZIALE ELASTICA 

Il legame fra le caratteristiche di sollecitazione { }T,M,N  e le caratteristiche di deformazione 

{ }γκε ,,  che abbiamo utilizzato nelle travature è stato introdotto nel modo seguente: 

a) supponiamo che il legame sia elastico: 

( )εNN = ;  ( )κMM = ;  ( )γTT =                                                                                   (1) 

b) supponiamo inoltre che le relazioni (1) siano lineari (legame elastico lineare). 

ε⋅= EAN ;  κ⋅= EJM ;  γ⋅= GKT                                                                              (2) 

 

Si può anche procedere per via energetica, nel seguente modo: 

a) supponiamo che esista una funzione potenziale ( )γκεϕ ,,  denominata energia potenziale elastica 

(per unità di lunghezza), tale che le (1) possano scriversi nella forma: 

ε
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∂
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κ
ϕ
∂
∂
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γ
ϕ
∂
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=T                                                                                           (3) 

b) per avere il legame lineare, supponiamo inoltre cheϕ  sia quadratica.     
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1,, γκεγκεϕ ++=                                                                           (4) 

Le (3) diventano allora: 
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riproducendo le (2). 

 

L’energia potenziale elastica della struttura è:   

 

                    ∫=Φ
s

dsϕ  

 

Il legame elastico inverso: 

( )Nεε = ;  ( )Mκκ = ;  ( )Tγγ =                                                                                      (5)            

che nella versione lineare diventa: 
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si può introdurre per via energetica nel seguente modo: 

a) supponiamo che esista una funzione potenziale ( )T,M,Ncϕ  denominata energia elastica 

complementare (per unità di lunghezza) tale che le (5) possano scriversi nella forma:    
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b) per avere il legame lineare inverso, supponiamo inoltre cϕ quadratica: 
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Le (7) diventano allora : 
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riproducendo le (6). 

 

L’energia elastica complementare totale della struttura è:    

            

    ds
s

cc ∫=Φ ϕ  

 

Nel caso elastico lineare, i valori numerici di  ϕ  e cϕ coincidono. 

Infatti: 
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ENERGIA POTENZIALE ELASTICA – TEOREMI 

Teorema di Clapeyron (o del lavoro di deformazione) 

Conseguenza di: TEOREMA DEI LAVORI VIRTUALI +ϕ quadratica 

Teorema degli spostamenti virtuali (in generale):  

( ) ( )dsTMNRdsmvqwp
s

i
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s
∫∑∫ ⋅+⋅+⋅=⋅+⋅+⋅+⋅ δγδκδεδηδϕδδ  
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supponiamo che sulla travatura agisca un sistema di forze equilibrato { }iR,m,q,p , che produca 

caratteristiche di sollecitazione { }T,M,N , spostamenti{ }ϕ,v,w , caratteristiche di deformazione 

{ }γκε ,, . 

Facciamo una particolare applicazione del teorema degli spostamenti virtuali, assumendo come 

spostamenti e caratteristiche di deformazione virtuali congruenti  quelli prodotti dalle forze. 

Il teorema degli spostamenti virtuali diventa allora: 

( ) ( )dsTMNRdsmvqwp
s

i
ii

s
∫∑∫ ⋅+⋅+⋅=⋅+⋅+⋅+⋅ γκεηϕ  

Ma per il legame elastico lineare: 

( ) ( ) ∫∫∫ Φ==++=⋅+⋅+⋅
ss

222

s

2ds2dsGKEJEAdsTMN ϕγκεγκε  

Indicando con L  il lavoro delle forze esterne: 

( ) i
i

i

s

RdsmvqwpL ηϕ ⋅+⋅+⋅+⋅= ∑∫  

abbiamo: 

   2L   Φ=  

 

Teorema di Clapeyron: 

In una travatura elastica il lavoro delle forze esterne per gli spostamenti da esse prodotte è pari a 

due volte l’energia potenziale elastica totale della travatura. 

 

Energia potenziale elastica – Teorema di Clapeyron – esempio di applicazione 

Determinazione sperimentale dell’energia potenziale elastica totale di una travatura caricata da due 

forze: 
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P1 2P



Capitolo12                                                                                                                  ENERGIA POTENZIALE ELASTICA 

 95

Misuriamo gli abbassamenti 1η , 2η  

 

Per il teorema di Clapeyron:                   

Φ=+⋅= 2PPL 2211e ηη  

e quindi:                                                        

( )22112
1 ηη PP +=Φ  

 


